Allgemeins

Dreiecksungleichung Cauchy-Schwarz-

|z +y| < |z| + |y Ungleichung
[l =yl <lz—yl  |o-yl <] |y]]
Geometrische Bernoulli-
Summenformel Ungleichung
Yo k=l (I+a)"zeR>1+

na
Binomialkoeffizient Binomische Formel
HE ﬁik)l (a+b)" =

n _

Ty o(pan

Bekannte Werte Gaufiklammer:

e~ 271828 2 <e< |z| = floor(x)
3) [z] = ceil(z)
73141593 <7 <
4)

Fakultiten 0! = 1! =
1 Ty 9

Mitternachtsformel
— —bivb’+dac \/217;*-4110
Binomische Formel

(a+b)?=a*+

2ab + b?

(a—b)?=a%—

2ab + b?

(a+b)(a—b)=a?—

b2

Complexe Zahlen

1_ 1 _ _; 2 F_ 1
71—2 =— 7 =—1 \ﬂ—ﬁ"'

zeC=a+bi z=r-€%

2o+ 21 = (ag +ay) + (by +by)i

g - 21 = (a1a9 — byby) +i(arby +azby) =

rorlei(‘%’u‘*‘h)

2T =t ecpi~z

20 _ Togi(po—p1)
1

zeR

Z

Z=a—ib=re ¥

+arccos(2) : b>0
Pl = fr
v

—arccos( ) : b<0
X elT _ iz eiT + e—iT
sin(z) = 5 cos(z) = —

1 1414 1 1414
tan(z) = 51’11’1(%%1}&11’1(1}) = 5“11(1 ig
Trigonmetrie

Additionstheorem

sin(z + y) = cos(z) sin(y) + sin(z) cos(y)
cos(z +y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y)

__tan(a)+ tan(b)
tan(z +y) = 1—tan(a) tan(b)
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. _ +
arctan(z) + arctan(y) = amtj)n,,( 117%)
x 13

arctan(1) + arctan(z) = 4~ "2,
2

Doppelwinkel Formel
cos(2x) = cos?(z) — sin?(x)

sin(2z) = 2sin(z) cos(z)

cos?(z) = sin?(z) = cos(—z) =
1+cozs(21) 1— 0025(21) COS(Z’)
sin(—z) = cos?(x) +sin?(z) =1
—sin(z)

Subsitution mit Hilfsvariable

tan(z) = j;;g; cot(z) = ;gjg;;

tan(z) = —cot(z + cot(z) = —tan(z +
%) 2)
cos(z — %) = sin(z) sin(z + %) = cos(z)

sin(z) cos(y) = 1 sin(z — y) + 3 sin(z +y)

Firz € [—-1,1]
arcsin(z) = —arccos(z) — 5 € [—5, %]
arccos(z) = —arcsin(z) + § € [0, 7]

Folgen

Beschrinkt: 3k € R sodass |a,,| < k

« Beweifie: durch Induktion

« Beweifle: Hat min. ein konvergent Teilefolge
+ (BeweiB8e: Ungleichung |a,,| < k)

Monoton fallend/steigended
« Beweise: Induktion

Fallend Steigend
Ont1 S Ony Ongy = OnZndl g Zndl o g
aﬂ n

Konvergentz Allgemein lim a, = a
n—o0

Ve > 0 dn, € N sodass

+ Konvergent — a: a, € [a —¢,a+ €]
« Divergent — cc: a,, € [g,00)

« Divergent — co: a,, € (—00,¢€)

Vn >n,

Konvergentz Hiufungspunkte
« a, = a ¢ Alle Teilfolgen — a

Folgen in C (Alle Regeln von R gelten)
+ 2z, €C:lim z, < lim |z,| =0
« Zerlegen in a + bi oder |2| - €%

Folgen Konvergenz Strategien

« Von Bekannten Ausdriicken aufbauen
« Monoton UND Beschriankt =
Konvergenz

Analysis 1 (IE)

« Fixpunk Gleichung: a = f(a)
fiir rekusive a,,,; = f(a,,) (Zu erst machen!)

« Bernoulli-Ungleichung Folgen der Art (a,,)":
1+a)">1+na

« Sandwitchtheorem:
b, »x:a, <b, <c

n < b, <c,, wenna, =z und

c, > T

« Zwerlegen in Konvergente Teil folgen
(Vorallem bei (—1)" - a,,)

+ (Cauchyfolge
Ve >0 3dn, € N sodass
VYm,n>n,:|a, —a,| <e
Cauchyfolge = Konvergenz)

Divergenz
* a,, unbeschrankt = divergenz
« Vergleichskriterium:
b, — —o0:b,, < ¢,, wenn ¢,, - —00
b, = +oo:¢c, <b

n = Yn>

wenn a,, — +00

L’Hospital

. lim £®)
z € (a,b) : Eﬁ},g(z)

(Konvergenz gegen b, beliebiges a)

Bendingungen:

1. lim f(z) = limg(z) = 0 oder co
T—b T—b

2. g'(z) # 0,z € (a,b)

3. iiiri% konveriert

F@) _ o @)
ey = gy

= lim
T—b
Kann auch Reksuive angewendet werden!

Bei “o0 - 0” mit f(z)g(z) = @

9(x)

Bekannte Folgen
nlggo(a"-i_b") =a+b lim () Z ¢
dm (@ ba) =a-b g 20)
apyE=va e =l
Jmecan=c limo,

li 1_ 0 li
i = Jim /= +oo
T n

limk=FkkeR e’zlim(1+f)
n—o00 n—0oo n

0 lal

. 1 g=1
n

M= V4o g<-1

+o00 qg>1

.

.

Teilfolgen
a, Ca, (zBk=2n+1)

Index muss streng monoton steigen!
Beschrénkte a,, = min eine konvergente a;,
Konvergenz-Werte von a;, sind
Haufungspunkte

Wenn alle a;, gegen genau eine
Haufungspunk konverigiert < a,,
konvergent

Reihen

o0
lim a,, # 0 = ) a, konverigiert NICHT
n—oo

.

.

n=1
Absolute Konvergenz
o0 3
> la,| =a= 3 a, konvergent

n=1 n=1
Partialsummen

o0
ALLE Partialsummen von Y |a| beschréinkt
k=1
= Absolute Konvergent
(Cauchy-Kriterium)
konvergent wenn Ve > 0 In, € N
i

sodass [s,, — s,,| = ‘ > ‘ <e
k=m+1

Vn,<m<mn

Leibnitzkriterium

Altegonierend + Nullfolge
= > (-1)" - a, konvergent

n=1
Vergleichskriterium
Ay by ¢ lan| <b, VR EN > Ny, Ny €N
1. 5" b, konvergent = Y |a,,| konvergent

n=0 n=0
Suche b,, fiir Konvergenz
o0 o0

2. 3" a,| divergent = 3 b, divergent
n=0 n=0
Suche |a,,| fiir Divergenz
Niitzlich:
» Dreiecksungleichung
»Vn>N,eN3kgeR
sodass ¢ > 1: n¥ < ¢" (Potenz stirker
Polynom)

Quotientenkriterium und

Wurzelkriterium
1. p= lim |%nst
n—ool %
— lim oo
2 o= Jim Ylen]

divergent: p > 1, keine Aussage p = 1,
konvergent p < 1

Reihen in C

Alles

Potenzreihen
P(z) =37 jan (2= 2)" 22 €C
Konvergenzradius |z —2)| < R :

absolute Konvergenz
|z — 25| = R : Keine

Aussage
|z—2| >R :
Divergent
R= lim |2»~| = R = lim inf| 2= | =
% An1 [ Ant1
le %Yla,| limsup %/]a,|
Bekannte Reihen

Geometrische Reihe: Z;’;O q

« konvergent |g| < 1, divergent |g| > 1
« Grenzwert: (Muss n = 0) = l%q
Harmonische Reihe: 32 Lot

Binomische Reihe:

Reihendarstellungen

€ n

n=0 (71)nzn+1

n=0
sin(z) = cos(z) =
OO( ) n 1271,+1 OO( ) n z2n
Z (*1) (2n+1)! Z (*1) (2n)!
n=0 n=0
Funktionen

fz)=y,f:A>B
Injectiv (Monomorphismus): one to one
f@)=fly) ez=y

Surjectiv (Epimorhismis): Output space
coverered
sVeeB:IzcA: f(z)=y

Bijektiv
injektiv UND Surjectiv <> Umkehrbar

Funktionen Sdtze

f(z) diff’bar = f(z) stetig

f () stetig diff’bar = f(z) diff’bar, stetig UND
f'(z) stetig

Sei f: I = [a,b] = R, stetigauf z € T

« Zwischenwertsatz
= Vy € [min, max] 3 min. ein z € [a, b] :
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fl@)=y

Beweif$ fiir mindest. n Nst

Mittelwertsatz der Diff’rechnung
diff’bar z € (a,b)

= 3z, : f(zg) = f(b)—f(a)

a—

Mittelwertsatz der Integralrechnung
g — R integrierbar, g(z) > 0Vz € [a,b]
3 € [a,b] : f: f(z)g(z)dx =

£©) [ g(x)dz

Satze von Rolle

diffbar z € (a,b)

f(a) = f(b) = 3 min. ein z, € (a,b) :
f(@g) =0

Beweif3 fiir max. n Nst,
durchWiederspruchsbweif$ mit f(a) = f(b) =
0 und Wiederholte Ableitung

.

Hauptsatz der Integralrechung Sei f :
[a,b] — R stetig

F(z) = f: f(t)dt,z € [a,b]

h

- Tangente an z(: f(z,) + f'(zg)(z — zy)
» Beste linear Anniherung

f@) = lim (M)
e

» Tangente t(z) von f(z) an der Stelle z:

f@) — f(xo)

li =i =0
P z— 1, I (@)
Ableitung Regeln

f(@) +g(2): ['(2) + ¢ (2)
f(@)-g(z) : f'(x)g(z) + f(x)g' (=)

f(z)  f(2)g9(z) — f(z)g'(2)
g(z) g(z)?

f@)=c:f(@)=0 c-f(z):c-f(z)

(z™)n eN:nz™ ! e%:e®

+ Kettenregel: f(g(z)) : f'(9(x)) - g'(2)

B

= F'(z) = f(z)Vx € [a,b] 7
[ F(o) [r@ 7@ |
Stetigkeit | = | ! | qz?”! |
Allgemein | Inja| | 3 | — |
f(z) ist stetig wenn: | zln(az) — | In(azx) | a |
i = i = 2 3 a
Jim f(@) = lim f(2) = f(z,) [ 2vaz [vez |22 |
E [ [~ |
z € D Beachten! Definitionsliicken # unstitig | ﬁ | a® | a® In(a) |
Definition gilt auch fiir I C R
| —cos(x) | sin(x) | cos(z) |
Regeln
. . . . | sin(z) | cos(z) | —sin(z) |
f(z), g(z) seinen stetig dann sind auch Stetig:

—1 t Lo
f@)+  fog arf@ 12 fw). [hnlkes@) [ [obe |
9(2) 9() |ln\sin(z)| |cot(z) | “n(lz)z |
Bekannte Funktion

| zarcsin(z) + V1 — 22 | arcsin(x) | llﬂa |

Stetig Nicht Stetig | zarccos(z) — V1 — 22 | arccos(z) | = 1142 |
+ Polynome, + Stufenfunktion | zarctan(z) — 3 In|1 + 22| | arctan(z) | lez |

gebrochen « Fall

Rationale Fn Unterscheidungen | zarccot(z) + 1 In|1 + 22| | arccot(z) | T |
o |z, [z] furz € o |z, [z] furx €

]&%J\Z[ 1 ]&Q ) [=] | zarsinH(z) + V1 + 22 | arsinH(z) | 1112 |
+ Betrags Funktion | zarcosH(z) + V1 + 22 | arcosH(z) | $Ll |
« sin, cos, tan

H 1Iln(1—
zzartan (z) + 5 1In( artanH(z) | L
Ableitung
Extremstellen, Kriitmmung, Monotonie
Differenzierbarkeit

+ f(z) ist an der Stelle 2, € D diffbar wenn
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Monotonie Vz,,z, € I,z5 < 21 < f(zy) <
f(zy)

Hinreichende: f'(z) > 0

Konstante Funktion bei f(z) = 0

Streng Monoton Vz,,z, € I, 1) < z; <
flzo) < f(z1)
Notwendig: f’(z) > 0 (Aber nicht hinreichend)

Extremstellen Kandiaten
1. f'(z) =0

2. Definitionsliicken

3. Randstellen von D

Minima Maxima

zg,x €1: f(zg) < zg,x € 1: f(zg) >

f(z) f(z)

f7 (@) >0 f'(z) <0

f(z):—0+ f(x):+0—

‘Wendepunkt Stattelpunkt/

f(z)=0 Terrasenpunkt

frla):£7 + [ (@) #0 f"(x) =0
UND f'(z) =0
f@):£0+

Extremstelle

f®)=0

konkav f”(z) <0 konvex f”(z) >0

rechtsgekrimmt linksgekrammt

Sekante liegt unter Sekante liegt tiber

f@) f(@)

(eingebault, von y = (ausgebaucht, von y =

—00 aus) —00 aus)

Strange Konkav/Konvex
Notwendig f”(z) S 0

Integral

Wenn f(z) stetig und monoton => integrierbar
Summen: [ f(z) + g(z)dz = [ f(z)dz +
[9(@)

Vorfaktoren: [ \f(z)dz = Af(z)dz

Ungleichung:
f(@) < q(@)Va € [a,0] = [ f(z)ds <

:g(a:)dz
I f@)da| < [1f(@)ldz

Partial Integration
Ju@) v/ (@)de = u(z)o(e) - [ () - v(a)

JPu(@) o (@)de = [u(z)e(@)])) — [0 (@)
v(z)

Subsitution

I2 (@) - o @)da

1. Ersetzung: ¢ := g(z)

2. Umformen: Z—Z =g'(z)

3. z-kiirzen sich weg

Integral

Rbiemann Integral
¥ £))

Summen: [ f(z) + g(z)dz = [ f(z)dz +
J (@)

Vorfaktoren: [ Af(z)dz = \f(z)dz
Integral Type

Eigentliches Int.: fj f(z)dz
Uneigentliches Int.:

G bte

ilj{l] I Ef(z)dz

Elﬁlinoo fﬂ f(I)dI

Unbestimmtes Int.: [ f(z)dz = F(z) +
¢, ¢ € R- Uneigentliches Int.:

.

.

Cauchy-Hauptwert
7 @)
NUR konvergent wenn:
3 a g R

RLHPoo fR f(z)dz und th}go fa f(z)dz
konvergent fir a € R
% f(z)d existiert

2 M oo
= ﬂ/}linoo ffm f(z)dx = fim f(z)dz

Partial Integration
Ju(z) v (2)dz = u(@)v(z) — [v'(2) (@)

Subsitution
I £g(@)) - e
t

1. Ersetzung: dx := dt - ¢’(z) und t := g(z)
2. Grenzen: t) = g(z,), t; = g(z;)
3. z-kiirzen sich weg

Absolute “Konvergenz”
Wenn g(z) konvergent, | f(z)| < g(z) = f(x)
konvergent

Partial-Bruch-Zerlegung

. Zihler Polynom
Form: f Nenner Polynom?

deg(Zahler)

deg(Nenner) <

1. deg(Zahler) > deg(Nenner) —
Polynomdivision

2. Faktorisieren des Nenners (Nst finden),
Polynomdivision, Raten, Binomische Formel
Resulat: N =
(& —20)™ " (. — z1)™..(2? + bz + )™

3. Ansatz: A
n A B C
(z; )" — W:Wm"‘ T2,
(@ +bz+¢)" = Fir +
Cz+D
(z2+ba+c)’
4. Durchmul. Ansatz - m = Zéhler
5. A, B, ... : Nst einsetzen, dann
Koeffizientenvergleich
6. Intergral wiederzusammen setzen +c
7. Summen teile Integrieren
§ = 4a — b?
I zfz“ In|z — x|
1
= (n—1)(z—ao)" "
b
i m % arctan (132?/%' )
1 2+ +
fm (n—l)(v)(av7+bx+c)"71
2(2n—3)
mm + (C)
Sin-Table
T a cos(z) | sin(x) | tan(z)
0 0° 1 0 0
o V3 1 1
g 30 % 3 7
P ° V2 V2
I 45 . 5 1
™ o 1 V3
5 60° |3 l V3
T 90° |0 1 P
2 o 1 V3
T 1200 =3 Fl —V3
3m o V2 V2
oq3se | 2 | 2 —1
5 o V3 1 1
1507 [ =5 |2 -7
g 180° | —1 0 0
7 o V3 1 1
T R v
5 o V2 V2
T 2250 | —¥2 -5 1
4 o 1 V3
I 2400 | =3 - V3
2700 | 0 -1 T
5 o | 1 V3
5 3007 [ 5 -5 | -V3
7 o | V2 V2
T 3150 | 5 -5 -1
11 o | V3 1 1
T 380° [P 3 7
2 360° | 1 0 0

Notwending und Hinreiched

- not. = — Satz hin. = Satz

PUBLIC
DOMAIN



Satz = V not. - Satz = V- hin.
not. # Satz = hin. # Satz
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